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Abstract:

The absolute values of unknown parameters are calculated by adjustment procedure if the observation number
is bigger than the unknown parameter number. The coordinate transformation procedure is the determination
of the mathematical relationship between two coordinate systems. This procedure is realized by using the
common point coordinates as observation. The common point coordinates contain outlier observation and this
observation effect on the solution results. Thus, the observation number is taken bigger than the unknown
parameters number to determine the absolute value of coordinate transformation parameters and outlier
observation. The mathematical model is formed between observation and unknown parameters and the
adjustment procedure is realized according to an objective functions. Although there are a few adjustment
methods, Least Square, Least Absolute Values and Total Least Square methods are the most applied in
applied sciences. The least square adjustment method is in widespread use, but this method has some
disadvantages in the determination of outlier. The least absolute value determines the outlier easily but this
method has some disadvantages in the estimation of the unknown parameters. This study firstly, 3D
coordinate transformation and the adjustment procedure have been described theoretically. Then, a numerical
solution is realized to examine the success of these adjustment methods.

Key words: Adjustment methods, least square method, least absolute values method, total least square
method

3D Koordinat Doniisiimiinde Farkh Dengeleme Yontemleri

Ozet:

Uygulamali bilimlerde bilinmeyen sayisindan fazla 6lgii yapilarak bilinmeyenlerin ger¢ek degerlerine en
yakin uygulama degerleri dengeleme hesabi ile belirlenir. Dengeleme hesabi yontemleri bilinmeyenler igin en
uygun parametre kestirimi yaparken, Olgiilerde kaginilmaz olarak var olan uyusumsuz Olgiileri de
belirleyebilmelidir. Dengeleme hesabinda bilinmeyen sayisindan fazla yapilan 6l¢ii i¢in yazilan matematik
modelden en uygun parametre kestirimi bir amag¢ fonksiyonuna uyularak yapilir. Dengeleme hesabinda
kullanilan yontemlerden en ¢ok uygulananlar En Kii¢iik Kareler Yontemi, En Kiigiik Mutlak Toplam Y 6ntemi
ve Toplam En Kiigiik Kareler Yontemidir. En kiiglik kareler yontemi ile ¢6ziimiin birgok avantajinin yaninda
kaba hatali dl¢iilerden ¢ok etkilenmesi ve bir dl¢iideki kaba hatay1 diger dlgiilere yayilmasi gibi dezavantajlari
da vardir. En Kii¢iik Mutlak Toplam yontemi ile yapilan ¢éziimde deneme yanilma yoluyla yapilan parametre
kestirimi ile elde edilen sonuglar kaba hatali olgiilerden daha az etkilenmektedir ve bu yontem uyusumsuz
oOlgiilerin ayiklanmasinda basartyla kullanilmaktadir. Bu ydntemlerin yaninda son yillarda Toplam En Kiigiik
Kareler yontemi kullanilarak dengeleme hesabi yapilmaya baslanmistir. Bu yontemde ¢6ziim igin kullanilan
tasarim matrisinin hatali oldugu diisiiniilerek dl¢iilere ve katsayilar matrisine diizeltme degerleri hesaplanarak
parametre kestirimi yapilmaktadir.

Bu caligmada her ii¢ yontemin genel agiklamalar1 yapildiktan sonra bir uygulamanin verileri kullanilarak
yontemlerin parametre kestirimi ve uyusumsuz Olciileri belirlemedeki basarilar1 bir uygulama verisi
kullanilarak belirlenmeye ¢aligilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dengeleme yontemleri, En kiigiik kareler yontemi, En kiiciik mutlak toplam
yontemi, Toplam en kii¢lik kareler yontemi
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1. Giris

Bir problemde tek anlamli ¢6ziim yapabilmek i¢in u bilinmeyen sayisinin n 06lgli sayisinin
birbirine esit ya da biiyiik olmast olmasi gerekir. Bilinmeyen sayisindan fazla 6l¢ii yapilan
problemlerde f=n —u tane farkli cebirsel ¢6ziim elde edilir. Bu olgiilerden tek anlamli
bilinmeyen parametre degerlerini elde etmek i¢in bir ilkeye gore dengeleme hesabiyla ¢6ziim
yapilir. Dengeleme hesabi; gereginden fazla sayida yapilmis Olgiilerin  higbirini  secip
ayiklamaksizin bilinmeyen parametrelerin en uygun (en biiyiik olasilikll) degerlerini belirlemek,
Olclilerin kesin degerlerinin ya da bunlarin fonksiyonlarmmin duyarlik ve giivenirligini
saptamaktir, [1].

Bir dengeleme yonteminin basarisi; parametre kestirimi ve uyusumsuz Ol¢iileri belirleyebilmesi
ile analiz edilir. Bir 6l¢ii grubunda cesitli nedenlerle hata olmasi ve her 6l¢iinlin bir diizeltme
degerlerine sahip olmasi kacinilmazdir. Bir biiylikliiglin dogada var olan gercek degerinin ve
gercek diizeltmenin bilinememesi ger¢ek deger yerine kesin deger X’in ve gercek diizeltmenin
yerine kesin diizeltme v'nin kullanilmasina neden olur,[2].

n tane € Olgtisii ile u tane x bilinmeyen parametresini belirlemek i¢in kurulan matematik model
asagidaki sekildedir. [3-5].

v=AXx—{ Q, =P Cu 2659// @)

Fazla Ol¢ii igeren bir problemde tek anlamli ¢6ziim icin bir amag¢ fonksiyonuna gore dengeleme
hesab1 yapilmasi gerekir. Bu ¢alismada en ¢ok uygulanan parametre kestirim yontemlerinden En
Kiiciik Kareler Yontemi, En Kiiciik Mutlak Toplam Yoéntemi ve Toplam En Kiiciik Kareler
Yontemleri teorik olarak agiklanmistir. Calismanin ikinci bolimiinde ise bu yontemlerin
parametre kestirimi ve uyusumsuz Olgiileri belirlemedeki basarilar1 3 boyutlu (3D) benzerlik
doniistimii uygulamasi ile bir 6rnek veri grubu kullanilarak irdelenmistir.

2. Dengeleme Hesab1 Yontemleri

Dengeleme hesabi ile bilinmeyenlerin gergek deger olma olasiligi en yiiksek olan kesin
degerlerini ve dengelenmis (diizeltilmis) Olciileri, bilinmeyenleri ve bunlarin fonksiyonlarinin
duyarliklarini, giivenilirliklerini belirlemektir. (1) esitliginden elde edilen matematik modelden
bilinmeyen parametrelerin kestirim degerlerini elde etmek i¢in bir amag¢ fonksiyonuna gore
¢Oziim yapilir.

2.1. En Kiiciik Kareler Yontemi
Dengeleme yontemleri icerisinde kuskusuz en ¢ok uygulanan yontem L2-norm yontemi olarak da

bilinen En Kiiclik Kareler Yontemi (EKKY)’dir. Bu yontemin tercih edilmesinin baglica
nedenleri, hesap algoritmasinin basit olusu, gozlemlerle ilgili istatistik dagilimlarin bilinmesine
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gerek duyulmamasi, fonksiyonel ve stokastik modellerin baslangigtaki degerlerini korumasi,
varyans-kovaryans dagilimi ve hata istatistigi yoniinden basit ve anlasilir olmasidir, [4].

EKKY’ne gore bir problemin ¢éziimii her zaman tek anlamlidir ve kolayca gerceklestirilebilir.
EKKY’nin amag fonksiyonu asagidaki sekilde gosterilebilir.

[Pvy = [Pvv]=min (2)

EKKY’ni kullanabilmek i¢in 06lgii grubunun dagilimi ile ilgili herhangi bir bilgiye ihtiyag
duyulmamaktadir, [6]. Agirlik matrisi Olgiilerin varyans-kovaryans matrisinin tersi olarak alinirsa
en kiiciik kareler yontemi ile yapilan ¢oziim minimum varyansli ve yansiz kestirim 6zelliklerine
sahip olur, [7]. (1) esitligine gore kurulan genisletilmis matematik model EKKY’nin amag
fonksiyonuna gore ¢oziillirek bilinmeyenler asagidaki esitlikle elde edilir.

x = (ATPA) 1 (ATPL) 3

Olgiilerin normal dagilimda oldugunun varsayilan EKKY ile ¢éziimde kurulan matematik model
geregi; ¢oziim sonucunda elde edilen diizeltmeler fonksiyonel modele bagli olarak tiim Slgiilerin
hatalarindan etkilenirler. Olgii grubunun hatali dl¢ii icermesi durumunda &lgiilerin dagilimi
normal dagilima uymaz. EKK yontemi ile ¢6zliimde tiim Slgiiler parametre kestirimine katildigi
icin Ol¢ii kiimesinde tek bir uyusumsuz olgii bile EKKY ile kestirilen tiim bilinmeyen
parametrelerin dogrulugunu ve duyarligini bozar ve ¢oziim geregi bu uyusumsuz Ol¢iiniin etkisi
tim diger Olgiilerin diizeltmeleri istiine yayar. Bu nedenle, EKKY ile yapilan ¢6ziim
sonuclarindan uyusumsuz oOlgiilerin belirlemesi dogru bir sekilde yapilamayabilir. Bu sekilde
yapilan ¢oziimde, uyusumlu bir 6l¢ii yanlislikla uyusumsuz olarak belirleniyorsa buna da batma
etkisi, benzer sekilde uyusumsuz bir 6l¢ii, uyusumsuz olarak belirlenemiyorsa buna da gizleme
etkisi ad1 verilir, [8].

2.2. En Kiigiik Mutlak Toplam Yontemi

L1-norm olarak da bilinen En Kiiciik Mutlak Toplam Yontemi (EKMTY) olduk¢a eski bir
yontemdir. Bu yontemin ilk yazili ¢oziimiim 1789 yilinda Laplace tarafindan verilmistir. Zaman
icerisinde yontem bir¢ok farkli problemin ¢oziimiinde kullamilmistir [9-17]. EKMTY
diizeltmelerin mutlak degerlerinin agirlikli  toplamin1  minimim yaparak bilinmeyen
parametrelerin kestirim degerlerini belirleyen yontemi olarak da bilinen bu yonteminin amag
fonksiyonu,

|| pv|| = [P|v|]= min .

(4)
olarak verilir. EKMTY de EKKY gibi yansiz bir kestirimdir, [18].
EKMTY’nde matematik model (1) esitligindeki gibi yazilir ve bu model ydntemin amag

fonksiyonu ile ¢oziiliir. u bilinmeyenli n denklemden olusan (n>u) bir lineer denklem sisteminden
EKMTY ile ¢6ziimii i¢cin her defasinda farkli u adet 6lgii kullanilarak ¢6ziimii yapilabilir. Bu
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yontemin genel ¢6ziim i¢in problem lineer programlamaya doniistirilir, [19]. Lineer
programlama biitlin bilinmeyenleri pozitif olan denklem sistemlerinin kisit denklemlerine ve
amag fonksiyonuna gore ¢6zlimii yapar. Bu kisit denklemleri ve amag fonksiyonu,

Cx=d Kusitdenklemler i

(5)

f=b"x=min. Amac fonksiyonu

seklinde yazilir. Bu durumda (1) esitligine gore yazilan matematik modelin lineer programlama
esitlikleri sekline doniistliriilmesi gerekmektedir. EKMTY ’nin lineer programlamayla ¢éziimiinde
bilinmeyen vektorii pozitif, x bilinmeyen parametreleri ve v 6lgii diizeltmeleri ile olusur. Bu
nedenle EKMTY ’nin bilinmeyen parametreleri pozitif ve negatif olarak tiiretilen yeni bilinmeyen
parametrelerin farki olarak yeniden diizenlenir, [20]. Bu diizenleme ile EKMTY’nin lineer
programlama ile ¢oziimiindeki bilinmeyen parametre sayis1 x bilinmeyen parametreleri ve v 6l¢ii
diizeltmeleri toplaminin iki kat1 olur. Bu diizenlemelerle (1) esitligiyle verilen matematik model,
(5) esitligiyle verilen denklem sisteminin kisit denklemleri uygulanmig olur. Ayni sekilde L1
norm yonteminin ama¢ fonksiyonunun lineer programlamanin ama¢ fonksiyonuna
donistiiriilmesi gerekir.

+

[A A -1 1 =/=cx=d

< < X X
+

(6)

f:bTx:[p|v|] =pTv= pTv*—v’] =min. =b"=[0 0 p p}x=

+

< < X X

Boylece (1) esitligiyle yazilan matematik model EKMTY’nin amag fonksiyonuna gore lineer
programlama esaslarma gore c¢oziilerek bilinmeyen parametrelerin  kestirim degerleri
hesaplanabilir. EKMTY ile parametre kestiriminde yalnizca bilinmeyen sayisi kadar 6lgiiden
yararlanilir ve bu Olgiilerin hatasiz oldugu varsayilarak ¢oziim yapildigi icin bu Olgiilerin
diizeltmeleri sifir olur. Bu durum ydntemin olumsuz tarafidir. Bu ydntemde parametre
kestiriminde her Olgiiniin diizeltmesi biiylik bir oranda kendi hata degeri ile olusur. Yani bir
oOlglideki hata diger Olgiilere ¢ok daha az yayilir. Bu nedenle EKMTY yontemi genellikle kaba
hatali gozlemlerin ayiklanmasinda kullanilmaktadir, [21].

2.2. Toplam En Kiiciik Kareler Yontemi

Toplam En Kiigiik Kareler yontemi (TEKKY) ise son yillarda parametre kestiriminde
kullanilmaya baslanmistir. Bu yontem ilk olarak Golub ve Van Loan tarafindan agiklanmistir ve
sonraki yillarda bu yontemi kullanarak gesitli arastirmalar yapilmistir, [22-27]. Bir problemin
¢Oziimiinde matematiksel model i¢in olusturan A Kkatsayilar matrisinin hata igermedigi
diisiiniiliir. Olgiilerde kagimilmaz olarak var olan hatalarla elde edilen katsayilar matrisinin de
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hatasiz oldugu kabulii dogru bir yaklasim degildir. Bu durumda A matrisinde olusacak hatalar
dikkate alinarak ¢oziim yapilmalidir. 1980 yilinda Golub ve Van Loan tarafindan ortaya atilan
klasik TEKKY ’nin matematik modeli su sekilde verilir.

%=£+\_/:(A—\_/A)>_< )

Burada v,; A matrisinin ilgili elemanlarinin diizeltme matrisi, v 6lgiilerin diizeltme vektoriidiir.
Coziimde Olgiilerin diizeltme vektorii v, katsayilar matrisinin diizeltme matrisi v, 'nin ayn

varyansa sahip sifir ortalamali bagimsiz degiskenler oldugu diistiniiliir, [26].

Bu problemin genel ¢oziimiinde A matrisinin tiim elemanlarinin hatali oldugu diisiiniilerek ¢6ziim
yapilmasina ragmen uygulamada bu matrisin bir béliimiiniin sabit katsayilarla olustugu durumla
siklikla karsilasilir. Sabit katsayili boliimlerle yapilan TEKKY ¢6zliimiinde bu katsayilarin
indirgenmemesi gerektigi i¢in sabit katsayili bilinmeyenlerin diger bilinmeyenlerden ayrilmasi
gerekir. Bu durumda A katsayilar matrisi; x, sabit katsayili bilinmeyenler i¢in n,m; boyutlu A

katsayilar matrisi, x, diger bilinmeyenler i¢in n,m, boyutlu A, katsayilar matrisi olarak boliiniir.
A, matrisinin degerleri sabit terimlerdir ve kesin olarak biliniyordur. TEKKY’ne gore
fonksiyonel model ve ama¢ fonksiyonu,

(8)

esitlikleri ile verilir. Bu esitlikleri TEKKY ile ¢ozebilmek i¢in; A katsayilar matrisinin ¢ Olgiileri
ile genisletilmesi ile elde edilen sabit katsayili [A; A,;¢] matrisini QR faktdrizasyonu ile QTQ =

[ 6zellikli Q kare matris ve R iist liggen matris olacak sekilde ayrilir. Bu ayrimin amaci sabit
kalmasi gereken bilinmeyenleri diger bilinmeyenlerden ayirmaktir.

[A; A ¢]=QR yada QT[A;;A,;¢]=R= Riu Riz Ry o
0 Ry, Ry

Bu sekilde olusan matrisin ikinci satir1 i¢in;

[Ryz: Rap, ]P[P_l[leD ~0 (10)
yazilabilir. Karesel olmayan lineer bagimli [R,,;R,, |P matrisinin tersinin alinabilmesi igin

Singular Value Decomposition (SVD) yapilir ve bu matris U,V,X matrislerine ayrilir. Bu
durumda X matrisinin kdsegen elemanlart o, >0, V€ Vp,ina =00lur. TEKKY ile lineer

bagimli [R,,;R,, |P matrisin tersinin alinarak x, hesaplanirken v, =-1 yapilmalidir. [25] (10)
esitligindeki x, ve x; bilinmeyenleri agagidaki sekilde elde edilir.
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1
Xy == C v C1..m2 Bll,m2+1vv2,mz+l7 """ ) Vm,m2+1:|
m,+1Y my+1,m,+1

X = Rfll(Rlb - R12)_(2)

(11)

EKKY yonteminin en genel ¢oziimii ¢ Olcii degerlerinin ve A matrisinin hatali olarak ele
alinmas1 yani TEKK ydntemi ¢oziimiidiir [27]. Ol¢ii grubunda bulunan 6l¢ii hatalarinin tasarim
matrisini etkilememesi miimkiin degildir. Ol¢ii grubundaki hatalarin daha iyi modellenmesi ile
bilinmeyen parametreler daha kestirilebilir.

3. Sayisal uygulama

EKKY, EKMTY ve TEKKY ile dengeleme sonuglarini inceleyebilmek i¢in 3 boyutlu koordinat
donlistimii uygulamasi yapilmistir. Bu uygulamada yontemlerin parametre kestiriminde ve
uyusumsuz Olgiileri belirlemedeki basarilar1 analiz edilmistir. Bu uygulamada iki koordinat
sisteminde koordinatlar1 bilinen 5 nokta arasinda 3 boyutlu doniisiim esitlikleri yazilmis ve bu
esitliklerin  ¢oziimiinden koordinat doniisiimii bilinmeyen parametreleri bulunmustur. |.
sistemdeki koordinat verilerinden 2 nolu noktanin X ve Y koordinati 1m. artirilmis, 3 nolu
noktanin Y degeri ve 5 nolu noktanin Z degeri 1m. azaltilmis kirletilmis ve 3D koordinat
donilisiimii yontemlerin uyusumsuz Olgiileri belirlemedeki basarilarinin irdelenebilmesi icin
tekrarlanmistir. Her iki uygulama igin parametre kestirim sonuglar1 elde edilmistir. Aym
uygulama 105 nolu noktanin X’ine 1 m., 108 nolu noktanin Y’sine 1 m., 126 nolu noktanin
Z’sine 2m. eklenerek tekrarlanmis ve parameter degerleri Tablo 1’de verilmistir.

Tablo 1. Bilinmeyen parametrelerin kestirim degerleri

Parametre EKK EKMT TEKK EKK EKMT TEKK
Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi

X0 -49.911011 -1736.254686 -50.3652549 -20.936829 8.335016 -18.0857813
YO -197.788086 -216.989230 -201.742996 -51.067383 -223.877324 -25.1298324
Z0 107.028705  117.385486 105.9341454 392.114498 79.128307  391.2543562
£X 0.00001778  0.00002249 0.00001764 0.00006597  0.00000999 0.00006586
gy 0.00001801  2.78299740 -0.00001895 -0.00012567  0.00000193 0.00012492
£z 0.00000590 -0.00006865 0.00000590 0.00000280 -0.00000738 0.00000281
K 1.00000368 1.00000659 1.00000455 0.99997095  1.00000806 0.99996523

4. Tartisma ve Sonuclar

Dengeleme hesab1 yontemlerinin parametre kestirimi ve uyusumsuz Olgiileri belirlemedeki
basarilarinin irdelenmesinin yapilabilmesi igin 3D koordinat doniisiimii yapilmistir. Gergek bir
uygulamadan alinan verilerle 6nce parametre kestirimi yapilmistir. Yapilan bu islemde EKKY ve
TEKKY lerinin parametre degerlerinin birbirine yakin degerler aldigi, EKMTY nin ise farkli
sonuglar verdigi goriilmiistiir.



Y. SISMAN / ISITES2015 Valencia -Spain 485

Parametre kestiriminde tiim Olgiilerin ayni oranda ¢6ziime katilmalidir. EKMTY’nde elde
edilebilecek (n —u) adet ¢6ziimden amag fonksiyonunu saglayan bir tanesine gore parametre
kestirim degeri elde edilir. Bu ¢oziimde kullanilan 6lgiiler hatasiz kabul edilir ve bu 6lgiilere
diizeltme hesaplanmaz. Bu durumda hata teorisine aykiridir. Bu nedenle parametre kestiriminde
EKMTY ile yapilan ¢6ziim parametre kestiriminde kullanilan o6lgiilerde hata varsa kestirim
degerleri dogru hesaplanamaz. EKKY ve TEKKY ’nde 6l¢iilerin tiimii ayn1 oranda ¢6zlime katilir
ve her Olcliye diizeltme degeri hesaplanir. Bu durumda hesaplanan parametre degerleri daha
anlamli olur.

Elde edilen parametre degerleri kullanilarak I.sistem koordinatlar1 II. Sistem koordinatlarina
dontstiiriilmiis ve hesaplanan degerle Olclilen deger arasindaki fark diizeltme degeri olarak

alinmigtir. Bu fark degerleri Tablo 2’de verilmistir.

Tablo 2. 3D koordinat doniigiimiiniin diizeltme degerleri

NN EKK Yontemi EKMT Y ontemi TEKK Yontemi

Vy vy v, Vy vy v, Vy vy v,
101 -0.151 -0.130 0.049 -0.023 0.071 -0.041 -0.157 -0.126 0.051
105 0.069 0.033 -0.023 0.206 -0.040 -0.055 0.067 0.028 -0.021
106 -0.100 0.066 0.069 0.000 0.000 0.000 -0.098 0.064 0.068
108 -0.023 0.071 -0.041 0.000 0.000 0.000 -0.0160.073 -0.046
126  0.206 -0.040 -0.055 0.278 -0.037 -0.034 0.204 -0.038 -0.052

Ayni uygulama 105 nolu noktanin X’ine 1 m., 108 nolu noktanin Y’sine 1 m., 126 nolu noktanin
Z’sine 2m. eklenerek tekrarlanmis ve Tablo 3°de verilen diizeltme degerleri elde edilmistir.

Tablo 3. Kirletilmis koordinatlarla 3D koordinat doniigiimiiniin diizeltme degerleri

NN EKK Yontemi EKMT Yontemi TEKK Yontemi

Vy Vy \ Vy Vy v, Vy vy \'
101 -0.432 -0.499 -0.758 -0.147 -0.129 0.000 -0.398 -0.528 -0.766
105 0.799 0.013 -0.457 1.218 0.000 -0.168 0.813 0.044 -0.466
106 -0.242 -0.047 -0.030 0.000 0.000 0.000 -0.256 -0.033 -0.042
108 0.002 0.803 0.282 0.000 0.963 0.000 -0.043 0.792 0.265
126 -0.128 -0.269 1.015 0.275 0.000 1.830 -0.116 -0.275 1.008

Yapilan bu irdeleme ve degerlendirme sonucunda dengeleme hesabi yOntemleri
degerlendirildiginde; parametre kestirimi i¢in Ol¢iilerin tiimiiniin ayn1 oranda ¢6ziime katildig1 ve
tasarim matrisindeki hatalar1 da belirleyebildigi i¢in TEKKY nin kullanilmas1 6nerilmektedir.
Bunun yaninda Oolgiilerde kaginilmaz olarak var olan hatalarin belirlenmesinde diger
yontemlerden olduk¢a farkli sonu¢ veren EKMTY 0Onerilmektedir. Bu durumda; ilk olarak
EKMTY ne gore dengeleme hesab1 yapilarak uyusumsuz olgiilerin belirlenmeli ve bu olgiiler
Olcli grubunda ¢ikarilmalidir. Sonra uyusumlu dlgiilerle TEKKY’ne gore dengeleme hesabi
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yapilarak parametre kestirim degerleri elde edilmelidir.
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