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Abstract

In this study, the problem related to the determination of the stress distribution in the infinite
elastic body containing a single locally curved carbon nanotube (CNT) is considered. The model
“an infinite body containing a single CNT” regards the case where the concentration of nanotubes
in the composite is assumed to be low, and the interaction between them is neglected. The
investigations are carried out within the framework of the piecewise homogeneous body model
with the use of three-dimensional geometrical nonlinear exact equations of the theory of elasticity.
The stress distribution is studied when the body is loaded at infinity by uniformly distributed
normal forces with intensity p acting in the carbon nanotube laying direction. For the solution of
considered boundary value problem, an approximate analitical method is developed by using the
boundary form perturbation method.

Numerous numerical results related to the stress distribution acting on the interface surface
between the CNT and matrix and the effect of the problem parameters on this distribution are
presented and discussed.
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Ozet

Bu c¢alismada, sonsuz ortamda diisiik yogunluklu sonsuz uzunluklu yerel egrilikli tek karbon
nanotlip olmasi durumu ele alinmis ve gerilme dagilimi incelenmistir. Bu incelemeler pargali
homojen cisim modeli ¢ergevesinde elastisite teorisinin ii¢ boyutlu kesin geometrik lineer
denklemleri kullanilarak yapilmistir. Ayrica sonsuzda karbon nanotiip yoniinde diizgiin yayilmis
normal kuvvetler etki gosterdigi ve nanotiip yiizeyine dik kesitlerin yarigapt nanotiip boyunca
degismeyen daireler oldugu kabul edilmistir. Uygun sinir-deger problemlerinin ¢6ziimii igin sinir
formu pertiirbasyon yontemi kullanilmistir. Ele alinan ortamdaki gerilme yayilimina ait ¢ok sayida
sayisal sonug elde edilmis ve yorumlanmuistir.

Anahtar Kelimeler: Karbon nanotiip, gerilme yayilimi, geometrik lineer, yerel egrilik

1. Giris

Tek yonli lifli  kompozitlerin en Onemli yapisal Ozelliklerinden biri liflerin
egriligidir.Baglangi¢ egrilige sahip lifler ve levhalarla giiglendirilmis kompozitler egrisel
yapiya sahip kompozitler olarak adlandirilir. Genellikle, egrilikli olarak dizayn edilen
kompozit malzemeler periyodik egrilikli, teknolojik islemler sirasinda olusan egrilikler ise
yerel egrilikli kompozitler olarak modellenir. Uretilen kompozit malzemelerin uygulamada
basariyla kullanilmasi, s6zii edilen bu egriligi hesaba katarak bu malzemedeki gerilme—sekil
degistirme durumunun belirlenmesine de baghdir [1]. Ancak tek yonlii lifli kompozit
malzemeler geleneksel malzemelerdir. Giiniimiizde diinya hizla nanoteknoloji konusunda
caligmaya baslamis ve gerekli arastirmalarin yapilabilmesi i¢in bu konuda ciddi yatirimlar
yapmaktadir. Dolayisiyla, nanokompozit malzemelerin (6rnegin nanotiipler) 6nemi hizla
artmaktadir. Bu ¢aligmada sonsuz ortamda diisiik yogunluklu sonsuz uzunluklu yerel egrilikli
tek bir karbon nanotlip icermesi durumu ele alinmis ve gerilme dagilimi incelenmistir.
Boylece malzemelerde karbon nanotiiplerin yerel egrilige sahip olmasi durumu ele alinmig
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nanokompozit alaninda kullanilabilecek bir c¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismalar parcal
homojen cisim modeli ¢er¢evesinde elastisite teorisinin ii¢ boyutlu kesin geometrik nonlineer
denklemleri kullanilarak yapilmistir ve sonsuzda karbon nanotiip yoniinde diizgiin yayilmis
normal kuvvetler etki gosterdigi ve nanotiip ylizeyine dik kesitlerin yaricap1 nanotiip boyunca
degismeyen daireler oldugu kabul edilmistir.

2. Problemin Formiilasyonu

Sonsuz uzunlukta diisiik yogunluklu yerel egrilikli tek bir karbon nanotlip igeren sonsuz
elastik bir ortam ele alalim. Model olarak Sekil 1’de goriildiigli gibi baslangi¢ kiigiik yerel
egrilige sahip tek karbon nanotiip igeren sonsuz bir cisim s6z konusudur. Bu cisme sonsuzda
nanotiip yoniinde diizgiin yayilmis normal kuvvetler etki gosterdigi ve nanotiip ylizeyine dik
kesitlerin yari¢ap1 nanotiip boyunca degismeyen daireler oldugunu kabul edelim.

Sekil 1. ici bos tek lif igeren sonsuz elastik cismin geometrisi ve secilen koordinat takimlari

Sekil 1°de gosterilen baglangici nanotiipiin orta ¢izgisi iizerinde olan OX1X,X3 Kartezyen,
Or0z silindirik koordinat takimlarini secelim ve bu koordinatlarin Lagrange koordinatlar
oldugunu varsayalim. Cismin sonsuzda nanotiip yoniinde (Ox, (Oz) yoniinde) p yogunluklu
diizglin yayilmis normal kuvvetler etkisinde oldugunu diisiinelim. Ayrica nanotiipiin orta
cizgisine dik olan kesitlerinin R; ve R yarigapli daireler oldugu ve R; ile Ry’nin nanotiip
boyunca degismedigini kabul edelim. Nanotiip ve matrisin farkli lineer elastik malzemelerden
olustugunu varsayip, siirekli ortamlar mekaniginin kesin {i¢ boyutlu geometrik nonlineer
denklemlerini uygulayarak incelemelerimizi yapalim. Sekil 1’ deki cismin geometrisini g6z
Oniine alarak nanotiipiin orta ¢izgisinin denklemini

X, =F(X;)=ed(x;), X, =0

X, :Aexp(-(x—ljj ]cos(m X—L?’j =gLexp[-(X—L3j ]cos (m X—EJ =e0(X;) g:% (1)

biciminde ele alalim. Burada ¢, (0 <& <1) nanotiipiin egilme genligini belirten kiiclik bir
parametredir. 5(X,) fonksiyonu ise nanotiipiin yiiklemeden onceki egilmesinin formunu
gostermektedir. (1) denkleminden goriildiigii gibi basglangi¢ yerel egrilige sahip nanotiipiin
orta ¢izgisi Xxo=0 diizlemi iizerindedir. Yiiklemeden sonra da nanotiip orta ¢izgisinin bu
diizlem ftizerinde kaldigim1 varsayacagiz. (1) ile verilen denklemden ve nanotiip-en Kesitinin
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sagladig1 kosuldan yararlanarak, [2] kaynaginda oldugu gibi nanotiip ve matris arayiizeyi olan
S’nin denklemini asagidaki gibi elde ederiz.

e8(ts)(L+22(8'(t,))? )cose .

ro,t,) =
(6.15) 1+ (8'(t,)) 22 cos?

12

2 2 (14e2(8'(t. )2 )
e°(3(t,))” (1+°(3'(t,))° ) cosd +RZ-(3(t,))? (1173 (1)) b

(1+(5'(t3 ))28200829)2

da ()
dt,

X5(0,t5) =t; - 88'(113)(!’(9, ts) _88(t3)) o'(ty) = 2)

Burada t3 bir parametredir ve t3 e (—oo,+o0) - dir

Bundan sonra matris malzemesi ile ilgili biiytikliikleri (1), nanotiip ile ilgili biiytikliikleri ise
(2) st indisleriyle gosterecegiz. Bunun disinda gerilme-sekil degistirme tansorleri ve yer
degistirme vektoriiniin kovaryant ve kontravaryant bilesenleri ile bu tansorler ve vektoriin
fiziksel bilesenlerinden faydalanacagiz. Ayrica tekrarlanan indislere gore Einstein toplam
uylagimi saglanacaktir fakat alt1 ¢izili tekrarlanan indisler i¢in bu uylasim saglanmayacaktir.
Nanotiip ve matris malzemelerinin her birinde saglanmak kosuluyla denge denklemleri, sekil
degistirme-yer degistirme iliskileri ve biinye denklemlerinin saglandigini varsayalim.

v, [c‘@‘” (gi+vnu®j )] -0, k=12 3)

2eR0=V u+V ul+vu®rv o 4)
K) —( (K) (K K)o (k K) —(K K [

GEir?) =(\®e®)3] +2(H(’)8§ﬁ1))) 3 )_851)1) +5E2)2) +8§3)3) (®)

Burada (5) ile verilen denklemde GE!‘n))’lar ve SE:(n))’lar sirastyla gerilme ve sekil degistirme

tansorlerinin fiziksel bilesenlerini gdstermektedir. Ayn1 zamanda nanotiip ve matris arayiizeyi
olan S yiizeyinde ideal temas kosullarinin saglandigin1 varsayalim. Bu kosullar asagidaki gibi
verilmektedir.

i ) i
Cf()'”(gn‘+VnU(”) . n, =0,
1
(D)in j @] ___(2)in i )i Wil @i
o (gn+Vnu )sz n=o (gn+Vnu )52 n;, u . =u? (6)
1 1 -
ng) ﬁo—) P, Gi(j) —r_m—>0 y (lJ) #2717 (7)

Bu sekilde, sonsuz elastik bir ortamda baslangi¢ kiigiik yerel egrilikli sonsuz uzun tek bir
nanotiipiin olmast ve sonsuzda nanotlip yoniinde etki goOsteren diizglin yayilmis normal
kuvvetler olmasi durumunda gerilmenin arastirilmasi (3)-(5) denklemler takiminin (6) temas
kosullar1 c¢ergevesinde incelenmesine getirilerek ele aliman problemin matematiksel
formiilasyonu genel bir bicimde yapilmis olur.

3. Coziim Yontemi

Formiilasyonu yukarida verilen problem, nonlineer kismi tiirevli diferansiyel denklemler
takimi i¢in verilmis bir sinir-deger problemidir. Bu problemin incelenmesinde [2] ve [3]” de
verilmis sinir formu pertiirbasyon yontemini uygulayalim. Bu yOnteme goére aranan
biiyiikliikler nanotiiplin orta ¢izgisinin denklemine dahil olan ve onun egilme derecesini
gosteren kiigiik € parametresinin serisi halinde ele alinir.
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K) _ v .9.(K), K) _ 5 .0.(K), k) _ < .q,(K),
o) = Sed6{0a el = 30y = ey (8)
g=0 g=0 q=0
Ayrica nanotlip-matris arayiizeyi olan S’nin (2) ile verilen denklemleri ¢ cinsinden seri halde
asagidaki gibi elde edilir.

r:R+28kark(9,t3), Z:t3+zskazk (0,t5) ©)
k=1 k=1

(9)’daki ifadelerde yer alan &*'larin katsayilari kolayca elde edilebileceginden kisalik
amaciyla burada verilmemektedir. (8) ifadeleri (3) denkleminde yerine yazilarak (8)’deki
herbir yaklasim i¢in uygun denklemler takimi elde edilir. (5)’deki biinye denklemleri lineer
oldugundan (8)’deki herbir yaklagim i¢in ayri ayr1 saglanan biinye denklemleri elde edilir.
Birinci ve daha sonraki yaklagimlar icin elde edilen denklemler Onceki yaklasimlarin
biiyiikliiklerini de igerirler. Bundan baska (6) temas kosullarinda (8) ifadelerini yerine yazar
ve (9)’dan yararlanarak (8)’deki &*’nin katsayilarini (R, 6,t3) civarinda seriye agar ve daha
sonra ¢’nun ayni derecelerine gore gruplandirirsak, herbir yaklagim i¢in r=R; ve r=R;
yiizeylerinde saglanan uygun temas kosullarini elde ederiz. Bu islemler ayrintili olarak [2]
kaynaginda verilmektedir. Simdi sifirinct ve birinci yaklasimlar icin elde edilen uygun
denklem takimlarinin ve temas kosullarinin ifadelerini ele alalim.

Sifirmer yaklasim igin (3)-(5) denklemleri aynen saglanacaktir. (6) temas kosullar1 ise n.=1,
ny,=0, n,=0 olduklar1 gozéniine alinarak r=R; ve r=R;’de aynen saglanacaktir. Buradan
sifirinct yaklasim i¢in elde edilen denklem ve temas kosullari nonlineer olur. Sifirinci
yaklagim, modelimizdeki nanotiipiin egriliksiz diiz olmas1 durumunda ortaya ¢ikan gerilme ve
sekil degistirmelerin belirlenmesi icin incelenmesi gereken sinir deger problemidir. Ilgili
mekaniksel gorilisler bu durumda sifirinct yaklasim igin elde edilen denklemlerdeki nonlineer
terimlerin ¢ok dnemsiz etkiler verecegini ifade etmektedir. Bu varsayimin gecerli olmasi i¢in

Vuki0«c1 kosulunun saglandigimi kabul ederek gl +V, u®? terimlerini Kronecer

sembolleri olan 8% "lerle yer degistirecegiz. Boylece sifirinct yaklagimin temas kosullarimni
elde ederiz.

Birinci yaklagim igin (8)’i (3) ve (4)’de yerine yazip € nun esit kuvvetlerinin katsayilarini
esitleyerek q. yaklasim igin ilgili denklemleri elde edip yukarida sozii edilen igslemleri (6) ile
verilen temas kosullar1 igin uygulayalim. Vnu(k”’o <<1 oldugu da dikkate alinirsa birinci
yaklagim i¢in asagidaki temas kosullarini elde ederiz.

21 06 g, 20 06 20 20 20 20
[G(i)r }1,1 +f1{ or } o {?} s I:G(i)r l,o e [G(i)e l,o . [G(i)z l,o =0

1,0

2 ou 20 ou 20
1 [0) 0] _
I:u(i) ]1,1 +f {7} o [E} =0 (10)

1,0 1,0

Boylece birinci yaklagimin elde edilmesi i¢in gerekli olan denklemler takimi ve temas
kosullar1 verilmis olmaktadir.

Simdi yukarida formiilasyonu verilen sifirinc1 ve birinci yaklagimlara ait siir deger
problemlerinin ¢dziimlerini elde edelim. Sadelik agisindan v® matris malzemesinin, v®

nanotiip malzemesinin Poisson oranlart olmak iizere v =v® oldugunu varsayacagiz.
Nitekim, [2]’ye gore Poisson oranlarinin esit alinmasi niimerik sonuglara 6nemli bir etkide

bulunmamaktadir. Dolayisiyla, v® =v® kosulu sadece islemleri basitlestirmek igin
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varsayllmistir. Bu durumda sifirinci yaklagim i¢in problemin ¢dziimiinii asagidaki gibi elde
ederiz.

gg),ozg(z),ozl MO _p yDO _ (20 _ P, u®0 = W DOy

z T ED 02z E
1,0 2),0 , , 1,0 2),0
u$2)'° =—V(2)8§§)'0r, ug) :ug) =0, csﬁ)o :G$$)0 20(96) :Gge) =0,
E? 0 2),0 1),0 2),0
cP0 = DE , ng) = ng) = G%)’O = cﬁ?’o = GEG) = GEG) =0 (12)

Birinci yaklasim igin (10) temas kosullar1

(Ry.0.t3)

:O’

(Rz.8.t3)

(Ga),l _ 0(2)’1)

r r

M1 .1
Oy ~ O )

~0, (ur(m _ ur(zm)

(Rp.0.t5) =0, (

(Ry.8.t3)

da(t,)
— @),0 (2,0 3 0.1 @.1
= - ——CO0S, u —u
(R2165t3) (GZZ GZZ ) dt3 ( ! ’ )

.1 (2),1) _ @)1
u, " —u =0,0
( z z (Rl,e,tg) ro

( o1 _ 0(2)’1)

Iz rz

Mcos@

=0, ¢ @1
dt,

r

=0, g !

_ @0
=0
(Rl,e,t3) Iz 7z

(R2.0.t3) (Ry.0.t3)

(12)

haline gelir. Bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in asagidaki gosterilimi kullanalim [4].

2
(k)_1 0 () o ) u(k):_ﬁ (k)_l 0 (k)
Py ——y ™ U e
r oo Oroz or r 0060z

2
ugk) — (7\,(@ + M(K) )—1 [(;\’(k) + ZM(K))Al + (M(K) + c5(|<)IJ) a_j X(K) ,

2z az 2

2 2
A1:6_+1g+ia__ (13)
or2 rar 2 5p?

13) denklemlerindeki w® , y® fonksiyonlar1 asagidaki esitlikleri saglarlar.
v X y g

0’ 62 ) 4
fAi” +(E9) —jw(k) -0, [Ai“ +(EP) j[Ai” +(EY) ij” =0 (14)

0z° ozt

burada ¢® (k=1,2 ; i=1,2,3) [5]’ de gosterildigi sekilde tanimlanirlar. Birinci yaklagimla
ilgili sinir deger problemini ¢6zmek i¢in bu yaklagimla ilgili yukarida verilen denklemlere

f(s) = T f(z)e dz (15)

ile verilen iistel Fourier doniisiimiinii uygulayacagiz. Ilgili islemler yapilduginda,
—(@)1

v = AL (5)K, (EDs {) sin®,

S0, [,:gn OK,Es D)+ AT G)K, (aé”s{)} cos®

—(2)1

v {Kﬁ) (S)1,(EPs f) AL (5K, (EPs E)}sin 0,
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7o [Ké? (s)1, (EPs E) + A% ()K, (s E) +AS (5)1, (EPs {) + A% ()K, (s {)}cos o (16)

elde edilir. Burada 1, (x)Bessel fonksiyonu ve K, (x) Macdonald fonksiyonudur. (16)
fonksiyonlar1 birinci yaklasimin sinir-deger probleminde kullanilir ve boylece ulasilacak
lineer denklemler takimi ¢oOziliirse, ulagilmak istenen gerilmelerin birinci yaklagiminin
Fourier dontisiimlii degerlerini hesaplamak icin gerekli olan biiyiikliikler belirlenmis olur. Bu
gerilmelerin gercek degerlerini elde etmek icin ters fourier doniistimii uygulanir.

4. Sayisal Sonuclar ve Degerlendirme

Gerilme yayilima ait incelemeler o, , o, kayma gerilmeleri ve o, normal gerilmesine ait

sayisal sonuglar elde etmek ve bunlart yorumlama kapsaminda yapilmistir. Bu gerilmeler,
matris ve nanotlip arakesit ylizeyi iizerinde n normal vektorii ve T, e teget vektorleri
dogrultusundaki gerilmelerdir. Sayisal sonuglar i¢in h/R ve R/L (R=R;) parametrelerini
tammlayalim ve v®=v®=03, £=0.07 ve aksi belirtilmedikge E@/EM=500 degerlerinin
kullanildigin1 belirtelim.

nt’?

Gerilmelerin h/R parametresine gore degisimini gosteren sekillerde onpn, 6ne i¢in 6=0; o, igin
0=n/2 degeri kullanilmistir. Sekil 2 grafiklerinde R/L=0.25, E?/E®=500 degerlerinde siras
ile on/lpl, on/lpl, one/|p| ile h/R parametresi arasindaki iliski m=0,1,3 degerleri icin elde
edilmistir.

Gerilmelerin xs/L parametresine gore degisimini gosteren sekillerde onn, one igin 6=0; o, igin
0=n/2 degeri kullamilmistir. Sekil 3 grafiklerinde R/L=0.25, WR=0.3, E@/EW=500
degerlerinde sirast ile ony/|p|, ond/|pl, One/|p| ile Xs/L parametresi arasindaki iliski m=0,1,3
degerleri i¢in elde edilmistir.

Burada nanotiipiin kalinligi h/L artirildiginda yani nanotiipiin i¢indeki bosluk limit olarak
sifira gotiiriildiiglinde ve E@/E® oram uygun bir deger secildiginde sonsuz elastik ortamda
yerel egrilikli tek lif iceren kompozit malzemede elde edilen gerilme degerleriyle ayni
sonuglar bulunmustur.

Literatiirden nanotiiplerin mekanik o6zelliklerine bakildiginda elastisite sabitleri agisindan
nanotiipiin elastisite sabitinin matris malzemesi elastisite sabitine oranmin biiyiik oldugu
goriilmektedir. Calismada bu oran 500 alinarak asal gerilme ve kayma gerilmeleri
incelenmistir ve bunun sonucunda bu gerilme degerlerinin ayn1 problemin kompozit malzeme
icin elde edilen degerlerinden oldukg¢a biiyiilk oldugu tespit edilmistir. Belirtilmelidirki,
verilen yiik degerleri stabilite kaybi probleminden elde edilen kritik yiik degerlerinden
kiicliktlir. Elde edilen sonuglar sinir formu pertiirbasyon yontemindeki sifirinct ve birinci
yaklagimlar ¢ercevesindedir. Daha yiiksek yaklasimlar parametrelerin gerilme dagilimindaki
etkilerini nitelik olarak degistirmez ancak nicelik olarak daha hassas sonuglar verir.
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icin opy/|p| ile h/R arasindaki bagimlilik (a), o, /|p| ile h/R arasindaki bagimlilik (b), ope/|p| ile
/R arasindaki bagimlilik (c), (E?/E®=500, R/L=0.25, £=0.07)
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(c)

Sekil 3. m=0,1,3 i¢in o,,/|p| ile Xs/L arasindaki bagimlilik (a), 6, /|p| ile Xa/L arasindaki bagimlilik (b), one/|p|
ile Xy/L arasindaki bagimlilik (c), (E?/E®=500, R/L=0.25, h/R=0.25, £=0.07)

Tablo 1° de sirasi ile on/|pl, ond/|pl, one/lp| degerleri gesitli m, E@/E® parametrelerinde
verilmistir. Bu tabloda gerilme degerlerinin sifirinci ve birinci yaklagim sonucunda elde
edilen sayisal sonuglar1 goriilmektedir. Bu tablolardan E@/ED biiyiidiikkge degerlerin de
mutlak olarak biiyiidiigli gézlenmektedir.

Tablol. Cesitli E?/EY ve m degerleri igin 6ny/|p|, Gwel|Pl, One/|p|” Nin birinci yaklagim degeri

m E(z)/E(l) Gnn Gn‘r Gne

300 0.73006 0,36724 -0.69235

0 500 0.94874 0.42407 -0.90687
1000 1,30137 0.50024 -1,25419

300 0.81317 0,45333 -0.75484

1 500 1,01949 0.51202 -0.95645
1000 1,33755 0.58683 -1,26893

300 1,08392 0,65439 -0.85479

3 500 1,19228 0.69737 -0.95649
1000 1,3208 0.74182 -1,07899
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